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序言

中文版序言（二零一三年六月）

基础实分析这本书是由美国加州大学安德鲁·布鲁克纳（Andrew Bruckner）教授、朱迪思·布鲁克纳
（Judith Bruckner）博士、与加拿大西蒙·弗雷泽大学布莱恩·汤姆森（Brian Thomson）教授共同合著完成，
安德鲁·布鲁克纳教授与布莱恩·汤姆森教授在实分析领域做出了卓越贡献，他们有很多实分析方面的专著，
这本基础实分析教材已经被美国和加拿大许多院校使用，英文版本已由 Prentice Hall 出版社于 2001 年出
版并于 2008 年再版。本书详细系统地论述了继初等微积分后分析方面更深入的理论及其应用发展，内容
丰富，逻辑推理严谨自然，包括了详细主题逻辑与历史发展史。
译者之一时红建博士在北京大学数学系实分析专业硕士毕业后曾在南京科技大学教授五年实变函数课

程，后来在布莱恩·汤姆森教授指导下完成实分析博士学位。译者感到，中国学生在学习实变函数这门课时
常常对课程中许多题目甚至对内容的理解感到无从下手束手无策，一个重要原因是很多实变函数教材都只
给出重要结果及抽象证明，因而学生感觉不到证明的逻辑细节发展以增进解决问题能力，另一个原因是这
些书很少给出理论发展的系统、动机、与相关内容的历史发展。这本书正好弥补了这两方面的不足，系统
阐述了实变函数理论、技巧、应用发展的逻辑细节，及学科发展的动机、逻辑、与历史。可以说这本书是
极好的实分析或是微积分后进一步培养学生分析能力的课程教材，对学生系统学习实分析与其他分析方面
课程有着重要的作用，同时这本书也适用于非数学专业学生进一步学习分析、掌握数学技能、增强数学智
慧，再者，本书也可作为分析方面学者的参考书。
作为教材，本书的更深内容部分可以在正式课程学习时省略，有兴趣的学生可以自学。对初学者的补

充内容部分，有助于他们自学理解正文内容。原版英文书上下两部适合一学年的课程，我们只翻译了原版
英文书的上部，其恰恰包括了中国大学传统实变函数课程内容，适用于做实变函数教材，原英文版书的下
部包括一些泛函分析初等内容。译者希望将这本在北美很受欢迎的教材介绍给中国学生与学者。

时红建
张蕾
翻译于二零一三年十月



序言 ix

英文第二版序言（二零零八年一月）

本版只更改了从 2001 年原版中发现的印刷错误与疏忽。我们感谢 2001 年版本的读者告知我们他们发
现的错误，我们希望特别提到理查德·特拉华（Richard Delaware）（密苏里- 堪萨斯城市大学）、史蒂夫·艾
格朗斯基（Steve Agronsky）（加州州立理工大学，圣路易斯奥比斯波），他们两人都完全地审阅了原版并
指出了许多错误。

英文原始序言 (2001)

大学数学系已经提供了高等微积分或实分析入门等课程许多年了，这些课程被各种背景的学生选取，
它们服务于多种目的并且以不同复杂程度写成，学生分布从仅完成一门初等微积分课程的大学生到刚开始
的数学研究生，这些书的目的是多方面的：

1. 在更严谨层次上，介绍微积分中熟悉的概念。

2. 介绍初等微积分中没有学习过但更高等大学课程需要的概念，这将包括诸如点集理论、函数一致连续
性、函数序列一致收敛性等主题。

3. 为学生提供一种数学复杂程度以备以后的数学分析研究生工作，或者几个应用领域比如工程或经济学研
究生工作。

4. 开展作者感觉所有数学学生都应该知道的许多主题。

现有的许多教材针对一些或所有这些目标，这些书的范围从只针对目标 (1)到试图针对所有四个目标。
第一种较为极端的书的目标通常针对一个学期只有最少背景的学生，第二种较为极端的书往往包含比一年
制课程可以覆盖的内容多很多的材料。
正如本书呈现的风格，从一本书到另一本书，严谨的程度变化很大，一些书努力给出一个非常有效流

线型的发展，其他书尝试对读者更加友好地发展，我们已经选择对读者友好的方法，我们感到这个方法对
学生更有意义。
我们与各种程度学生相处的经验已经证明大多数学生对全新首次出现的主题都有困难。 对一些学生，

当需要严谨证明时，困难几乎会立即出现，例如，他们需要 ε-δ 论据。对其他学生，困难开始于基本的点
集理论、紧致论据、以及类似的内容。
为了帮助学生从基本微积分到一个更严谨课程的过渡，我们已经加进去大多数学生以前没有看到过的

概念的动机，在我们介绍新方法时我们已经提供了更多的细节，此外，我们已经尝试给学生充足机会去看
到使用的新工具。
例如，当首次遇到各种紧致性论据（4.5节引进的海涅-波莱尔定理、波尔查诺- 魏尔斯特拉斯定理、哥

增斯引理），学生经常感到不易，为了帮助学生看到为什么这些定理有重要作用，我们提出确定特定坏境
问题使得在这个坏境下，一个集合 E 上函数 f 的局部有界隐含 f 在 E 上整体有界。通过例子我们证明
E 上的一些条件还是需要的即 E 是有界闭的，然后证明这几个定理的每一个都是怎样用来证明集合 E 的
闭性和有界性是充分的，因此，我们通过说明怎样以自然方式使用这些定理解决问题来对学生介绍这些定
理。
我们也加进一些选择性材料，标为“深度内容”或“补充内容”，并用符号" 标注。

补充内容

我们已经表明将一些相对初等的材料作为“补充内容”，可以加进到一个较长时间课程中提供补充内
容与附加例子，例如，在第三章对级数学习我们已经加进去无限乘积一节，尽管这个主题在解析函数表示
中起到很大作用，在这里介绍它则给予讲员探讨与级数学习紧密相关的思想，这些思想展示和复习了许多
在级数学习中有重要作用的基本概念。
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深度内容

我们已经将数学上更具复杂本性的材料标明为“深度内容”，可以将它们略去而不失内容的连续性，
这些主题在实分析更高等课程中可能需要或在一些有标记章节或在本书中后面练习中出现。例如，在
第二章序列极限学习，我们加进去上极限和下极限一节，对于第一门初等课程，可以认为这些为较深内容
将它们略去，后面需要这些概念的问题与文中材料都被仔细地标明了，因此，即使教材继续进行相对深度
的分析内容，第一门课程也可以通过规避这些深度章节来进行介绍。
我们对一些章、章里面的一些节、甚至一些练习采用这些标记，但我们不认为这些标记是绝对的，它

们可以简单地用下面方法解释：没有任何标记的材料将不以任何本质方式依赖于其前有标记的章节，另
外，如果一节已经被标记并且将在本书很后面的某节使用，我们将表明那里需要它。
标记为深度内容的材料与第 (2)和 (3)个目标相一致，我们抗拒住诱惑来说目标 (4)，人们可以感觉到

基本上很多课题每个学生都应该知道（例如，有界变差函数、黎曼·斯蒂尔切斯积分、及勒贝格积分）。为
了以覆盖其他材料的方式来覆盖这些主题，本书的写作方式更像一本参考书而不像在一年内可以涵盖的教
课书，完成本书的学生将处于极其有利位置来用很严谨方式学习这些主题。

练习

练习构成了本书的一个重要组成部分，许多练习在本质上是例行的，其他一些要求比较高，少许练习
提供了通常这类书中没有列入的例子但学生们已经发现它们很有挑战性、有趣、并且有指导性。
一些练习已经用符号" 标示来表明它们需要某一标示节的材料，例如，第一门课程很可能跳过序列

上确界和下确界章节，需要那些概念的练习被标示使得讲员能够决定是否使用它们。一般来讲，一个练习
上的那个符号提醒它可能不适合作为例行作业。
章末尾的一些练习可以被认为更具有挑战性，它们包括一些普特曼数学竞赛（Putman Mathematical

Competition）问题与取自美国数学月刊的一些问题，它们不要求比教材内容更多的知识但经常需要一点
坚持和一些巧妙思想，应该让学生认识到普特曼数学竞赛问题的答案可以在各种网站上找到，月刊中问题
的答案已经发表，即使这样，这些问题中的乐趣是尝试解决问题而不是看到其他人的答案。

设计一门课程

我们已经尝试以足够灵活的方式写这本书，促使各种时间长度课程与各种数学复杂程度都能使用这本
书成为可能。
书中很多材料包括相对初等主题的严谨发展，大多数学生已经在微积分课程中以非严谨方式学习了这

些主题，对具有最少背景的学生，中等复杂程度的一个短期课程可以完全基于本教材，这样一个课程满足
目标（1）。
我们已经用休闲方式写了这本书（上下两部），这允许我们在许多处提供激励性的讨论与历史透视，

虽然这本书相对较厚（根据页数），但我们可以轻松地在一个全年课程中覆盖大多数主要章节，包括许多
有趣的练习。
教授短期课程的讲员有几种选择，他们可以将课程完全基于一、二、四、五、和七章中没有标示的内

容，如果时间允许，他们可以加进去三 和八章的前面部分以及一些补充材料。

背景

关于这本书，应该再指出一点，我们的确假定学生熟悉非严谨的微积分，特别地，我们假定学生熟悉
基本函数及它们的性质。我们也假定学生熟悉一些导数和积分的计算，这允许我们用学生熟悉的例子阐明
各种概念，例如，我们用牛顿方法逼近

√
2 来开始第二章的序列，这只是一个动机讨论。所以我们不受一

些事实的干扰，比如，直到第七章我们才正式论述导数，在这之前我们还没有证明 d
dx
(x2 − 2) = 2x。对有

最少背景的学生，我们提供一个附录非正式地覆盖概念、初等集合论、函数、和证明等一些主题。
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第一章 实数的性质

我常常思索，那些阻碍学生尝试学习分析进展的大多数困难起源于这里：尽管他们只理解少许普通代数，但他
们仍然尝试学习这一更精湛的艺术。从这一点来看，他们不止于站在分析的边缘，而且对无限这个概念充满了
欢娱好奇的想法，必定尝试使用这一概念。 — 莱昂哈德·欧拉(Leonhard Euler) (1748)

1.1 概述

任何分析课程的目的都是去做一些分析，一些精彩的、重要的、非常有趣味的事实可以在第一门分析
课程里确立。
不幸的是我们覆盖的所有内容都在一些基础之上，这些基础你可能在早期的课程中并未涉及，传统微

积分避开了所有有关基础的问题，而不去证明这些问题需要的论述，但在这里我们不能如此做，我们必须
从实数体系开始。
过往实分析课程很多内容的论述展开都没有对实数系统给予清晰认知考虑，可以确定的是过往数学家

们已经直觉抓住了实数的本质，并且常常在他们的证明中恰如其分使用适当的工具，但是很多例子中这些
工具并没有被任何推理证明。
在 1870 年以前的诸多数学家，如乔治·康托(Georg Cantor) (1845-1918) 和理查德·戴德金(Richard

Dedekind) (8131-1916) 已经找到看起来严谨的方法来描述实数，我们可能根据他们的例子找到关于实数的
论述，这些论述从初始然后一点点慢慢地导出我们学习分析所需的确切工具。这个课题或许最好留给和逻
辑相关的课程，在那里其它重要基础论述能得到讨论。
我们将采用（大多数教科书都采用）的方法，就是简单列出所有这个课题所需工具，并且把这些工具

看作是理所应当的，你可以认为实数体系确实像你一直想象的那样，你能一如既往地在实数轴上画图、测
距离、排序，和高中所学的代数、微积分没有区别，但是当我们将要证明关于实数、实函数、实数集合的
有关断言时，我们必须精准地运用这里的工具而非仅仅依赖我们的直觉。

1.2 实数系统

要做实分析，我们应该确切地知道什么是实数。这里有一个不甚严谨的阐述，适合初学微积分的学生
（我们将会发现）但是并不适合我们。

自然数 我们从自然数开始， 以下是一组计数：

1, 2, 3, 4, . . .。

我们用符号 IN 表示这组数集，这样 n ∈ IN 表示 n 是一个自然数，是 1, 2, 3, 4, . . . 这些数中的一个。
自然数有两种运算，加法和乘法：

m+ n 和 m · n。
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自然数中也存在大小关系

m < n。

在小学里，我们用了大量时间专心于理解这些运算和它们之间的大小关系。
（减法和除法也可以被定义，但是并非对所有的自然数。 7−5和 10/5可以被赋予意义[如果 x+5 = 7

我们可以用 x = 7 − 5 来表示，如果 5 · x = 10 我们可以用 x = 10/5 来表示]，但是我们把 5 − 7 和 5/10
放入自然数系就没有意义。）

整数 由于各种各样的理由，较低年级学生常常被自然数问题的动机驱使，已经证明自然数在现实世界问
题的数学应用中受到相当的限制，因此自然数连接负整数和零被扩大为：

. . . ,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, . . .。

我们用 Z 表示并称其为整数。（符号 IN 看起来是很显然的[N 来自英文“natural”] ，但是符号 Z 来源于德
语，意思是整数。）
同样地，在 Z 上也存在两种运算，加法和乘法：

m+ n 和 m · n。

在 Z 上, 也还存在着大小关系：

m < n。

幸运地，在简单的自然数系 IN 中学到的计算规则和大小关系都可以用到整数系 Z 中，年轻学生也许不费
力气地延伸了他们的能力。

（减法现在可以定义在这个较大的数系里，但是除法仍不能被定义。例如， −9/3 有定义而 3/(−9)
就没定义。）

有理数 在某些方面，数集 IN 和 Z 中除法不能进行的问题变得非常尖锐，学生必须进一步理解分数，一
个更大的数集被记为 Q，用来表示商数，商数就是分数。
所有以下形式的“数”：

m

n

的集合被称为有理数集，用 Q 表示，这里 m ∈ Z, n ∈ IN。
在这个阶段，我们需要一个更高阶复杂环境，相等就有了新的意义。在 IN 或 Z 中，一个表示 m = n

仅指 m 和 n 是同一个的东西，现在
m

n
=

a

b
,

m, a ∈ Z，n, b ∈ IN 表示

m · b = a · n。
加法和乘法也构成了一个重大挑战，最终学生必须学会：

m

n
+

a

b
=

mb+ na

nb

和
m

n
· a
b
=

ma

nb
。

减法和除法也被类似地定义，幸运地，再次强调算术运算律是不变的，如结合律、分配律等在这个数集里
都保持成立。
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同样，还存在序列关系
m

n
<

a

b
,

这个关系根据需要可以定义如下：

mb < na,

这里 m, a ∈ Z 及 n, b ∈ IN。在整数和自然数集里学到的不等式的法则，在有理数集里也同样适用。

实数 从展开实数论述直到现在，我们仅仅遇到了算术运算，从 IN 进展到 Z 再进展到 Q 只是简单的代
数，所有这些代数对低年级程度较弱的学生可能已经是一个负担，但在观念上，用一些熟悉的知识是完全
容易理解这些步骤的。
下一步建立一个用 R 表示的更大集合即实数集，这是所有学习微积分的学生都需要的，我们通常指

实数系统为实直线并且认为它是一个几何体，尽管在我们的定义里并没有这样的许诺。
大多数学习微积分的学生很难确切地回答这些数是什么，但他们能确认 R 包含所有 IN, Z, 和 Q 以及

许多新数，例如
√
2, e, 和 π。但是，如果问实数是什么，许多学生会显得目瞪口呆，甚至

√
2, e，或 π 是

什么也常常使他们产生困惑。
√
2 是一个数，它的平方是 2，但是存在一个平方为 2 的数吗？一个计算器

可能会显示 1.4142136，但是

(1.4142136)2 ̸= 2,

所以，
√
2 到底“是”什么数？如果我们不能写出一个平方为 2 的数，为什么我们可以声明存在这样一个

平方为 2 的数呢？对于 π 与 e，情况会更糟糕。
一些微积分教科书处理这个问题通过宣称实数是由无限小数展开来获得的，这样有理数包含可以终止

的（例如，1/4 = 0.25）、或可以重复的（例如，1/3 = 0.333333 . . .）无限小数展开式，实数集包含所有无
限小数展开，无论是可终止的、或可重复的、或两者都不是。在这种情况，这个宣称或许是存在某个无限
小数展开 1.414213 . . . 其平方确实是 2，并且这个无限小数展开就是用符号

√
2 来表示。

这种方式对于微积分的应用是适当的，并且是一种很有用的方法以避免在微积分入门课程中就做很难
的数学。但是你们应该记得，在你使用的微积分教科书的某阶段，会出现如这样的论述：“接下来的理论
证明超越本书的程度”，超越这本书的程度仅仅是因为实数内容未被适当地处理，因而没有方法途径去尝
试证明。
我们需要构建这样的证明，所以我们在考虑实数时需要抛弃这种松散的描述性方法，我们定义实数集

为一个完备的有序域，在接下来的章节我们将定义这些术语。

1.3 代数结构

我们描述实数通过假设实数具有一些属性，我们不构造实数，我们只宣布实数必须具有的属性，因为
我们展述实数的这些属性是我们熟悉的、可以接受的、事实上确实是我们习惯使用的，这种方式不应该引
起困惑，我们仅仅清楚地阐述我们必须使用的实数是什么。
我们从代数结构开始。
在基础代数课程中，我们学习了许多在实数范围内成立的公式，例如，公式

(x+ y) + z = x+ (y + z)

叫做结合律，也常用因式分解规律：

x2 − y2 = (x− y)(x+ y)。

有可能我们可以将规律的数目减少组成一个小数目规律的集合而且这些规律可以被用来证明其他规律。
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这些规律可用于其它种类的代数，这些代数对象不是实数而是其它种类的数学构造，实际上，这种特
殊构造出现如此频繁，在许多不同应用中它都有它自己的名字，任何有同样特征的客体集合叫做一个域 ，
这样我们说实数系的第一个重要结构就是域。

下面九种特性被称为域公理， 当我们在实数系里执行代数运算时，我们确实要用这些域公理。
假设实数集 R 有两种运算，叫做加法“ +” 和乘法“ ·”，这些运算满足域公理，运算 a · b （乘法）常

常不写点而写作 ab。

A1 对任意 a, b ∈ R，存在一个数 a+ b ∈ R 并且 a+ b = b+ a。

A2 对任意 a, b, c ∈ R，恒等式
(a+ b) + c = a+ (b+ c)

成立。

A3 存在唯一的一个数 0 ∈ R，使得对所有 a ∈ R,

a+ 0 = 0 + a = a。

A4 对任意数 a ∈ R，都存在相应用 −a 表示的数，具有性质

a+ (−a) = 0。

M1 对任意 a, b ∈ R，都存在一个数 ab ∈ R 并且 ab = ba。

M2 对任意 a, b, c ∈ R，恒等式
(ab)c = a(bc)

成立。

M3 存在唯一的数 1 ∈ R 使得对所有 a ∈ R，

a1 = 1a = a。

M4 对任意数 a ∈ R, a ̸= 0, 都存在相应的数 a−1，具有性质

aa−1 = 1。

AM1 对任意 a, b, c ∈ R 恒等式
(a+ b)c = ac+ bc

成立。

注意到前面我们已经用字母来标示涉及运算的公理，A表示加法，M表示乘法，分配律 AM1 连接加
法和乘法。

我们将如何用这些公理？答案可能在一门分析课程中不使用。你可以尝试一些练习去理解域是什么以
及为什么实数能形成一个域，在代数课程里最有兴趣的是去考虑许多其他域实例及它们的一些应用。对于
分析课程，理解我们试图描述实数系统是什么，这些公理只是那个过程的开始，那个过程的第一步是宣称
实数在加法和乘法两种运算下构成一个域。
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练习

1.3.1 域公理包含我们常见的结合、交换、分配律，它们是哪些、为什么叫这些名字？

1.3.2 为严谨起见，我们必须说明加法和乘法运算的意义。给出一个集合 S 及所有有序数对 (s1, s2), s1, s2 ∈ S 的集合。
S 上的一个二元运算 是一个 B : S × S → S 的函数，这种运算接受序数对 (s1, s2) 并且输出元素为 B(s1, s2)，例如，
加法就是一种二元运算，我们可以写成 (s1, s2) → A(s1, s2)，而不是熟悉的 (s1, s2) → s1 + s2。

(a) 用记号 A(s1, s2) 代替和的记号，重新书写公理 A1-A4。

(b) 定义 R 上的一个二元运算并确定它的一些性质，这个定义要不同于加法、减法、乘法、除法。

(c) 对于一个二元运算 B，按照你的意思定义结合律、交换律、分配律。

(d) 减法的二元运算满足结合律、交换律、分配律中的任意一个吗？

1.3.3 在 R 的数域公理中，如果我们用其他具有两种运算 + 和 · 的集合替代 R 并且这个集合满足那九条特性，我们说这
种结构就是一个域，例如，Q 是一个域，因为 Q ⊂ R，这些运算律是成立的，唯一必须要检验的是如果 a 和 b 在 Q
中， a+ b 和 a · b 是否在 Q 中，正是因为这个理由，Q 被称为 R 的一个子域，找出 R 的另一个子域。
参见注释 1

1.3.4 S 是由标示为 A 和 B 两个元素构成的集合。定义 A + A = A, B + B = A, A + B = B + A = B, A · A = A,
A ·B = B ·A = A, 和 B ·B = B，证明：对于这种结构，域的九个公理成立。

1.3.5 仅使用域公理，证明：对于所有 x ∈ R，
(x+ 1)2 = x2 + 2x+ 1。

这种证明在任何域中都是正确的吗？
参见注释 2

1.3.6 在 Z5 = {0, 1, 2, 3, 4} 上定义加法和乘法运算如下：

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

× 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

证明 Z5 满足所有域公理。

1.3.7 在 Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} 上定义加法和乘法如下：

+ 0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 0
2 2 3 4 5 0 1
3 3 4 5 0 1 2
4 4 5 0 1 2 3
5 5 0 1 2 3 4

× 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 0 2 4
3 0 3 0 3 0 3
4 0 4 2 0 4 2
5 0 5 4 3 2 1

Z6 不满足哪一个域公理？
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1.4 序结构

实数系也享有序结构。我们有关实数的通常印象是感到一些数比另一些数“大”，或靠右边的数比其
他数更大，我们用不等式 x < y 或 x ≤ y 来表示这个意思，这种序结构和域结构紧密关联，例如，当我们
在基础课程中使用不等式时，我们常常用这样的事实：如果 x < y 且 0 < z, 则 xz < yz (即那些不等式可
以乘以一个正数）。
这种结构也可以被公理化并且缩减为规律的一个小集合，再一次，这些相同的规律在数学的其他分支

中也被发现，当这些规律被加到域公理中，这个域被称为一个序域。
实数系是一个序域，同时满足另外四个公理。这里 a < b 现在是一个判断真或假的论述。（前面的

a+ b 和 a · b 不是论述，而是 R 的元素。）

O1 对任意 a, b ∈ R, a = b, a < b 和 b < a 只有一个是真的。

O2 对任意 a, b, c ∈ R，如果 a < b 和 b < c 是真的，那么 a < c 是真的。

O3 对任意 a, b ∈ R，如果 a < b 是真的，那么对任意 c ∈ R, a+ c < b+ c 也是真的。

O4 对任意 a, b ∈ R，如果 a < b 是真的，那么对任意 c ∈ R 且 c > 0，a · c < b · c 也是真的。

练习

1.4.1 只用公理证明：如果 a < b 和 c < d，则 ad+ bc < ac+ bd

1.4.2 证明: 对任何 n ∈ IN，n2 ≥ n。

1.4.3 只用公理证明算术-几何平均不等式： 即，对任意 a, b ∈ R 且 a > 0 和 b > 0，（暂时假设平方根的存在），
√
ab ≤ a+ b

2
。

参见注释 3

1.5 界限

用 E 表示某实数集合，可能存在也可能不存在一个数 M，它比集合 E 中所有数大，如果这个数 M
存在，我们说它是这个集合的一个上界，如果上界不存在，我们说这个集合无上界，这是一个非常简单的
概念，但是它对于我们理解实数却是很关键的，所以我们应该更密切地关注这个概念并给出一些严格定
义。

定义 1.1 (上界) 用 E 表示一个实数集，M 表示一个数，如果对所有 x ∈ E, 都有 x ≤ M，数 M 被称为
集合 E 的一个上界。

定义 1.2 (下界) 用 E 表示一个实数集，m 表示一个数，如果对所有 x ∈ E，都有 m ≤ x，数 m 被称为
集合 E 的一个下界。

通常一个集是否有界是很重要的，一个即有上界又有下界的集合被称为是有界的。
一个集合可能有许多上界，对于空集 ∅，其实每一个数都是它的一个上界。一个集合也可以没有上界，

如果不存在上界，我们可以用短语“E 是无上界的”。对于一些集合，最自然的上界（从无限多数中间选
出来）就是这些集合的最大元素，这个数被称为最大数，类似地，对某些集合最自然的下界就是这些集合
的最小元素，叫最小数。
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定义 1.3 （最大值） 用 E 表示一个实数集，如果存在一个数 M 属于 E，并且比 E 中其他每一个数都
大，那么我们称 M 为集合 E 的最大值，记作 M = maxE。

定义 1.4 （最小值） 用 E 表示一个实数集，如果存在一个数 m 属于 E，且比 E 中其他每一个数都小，
那么我们称 m 为集合 E 的最小值，记作 m = minE。

范例 1.5 区间

[0, 1] = {x : 0 ≤ x ≤ 1}
有最大值和最小值，这个最大值是 1，且对于这个集合，1 也是它的一个上界，（如果一个集合有一个最大
数，那么这个最大数对于这个集也一定是一个上界。）任何比 1 大的数也是一个上界，数 0 是最小数，也
是一个下界。 J

范例 1.6 区间

(0, 1) = {x : 0 < x < 1}
没有最大值也没有最小值。起初看到某些初学者以为还像以前那样最大数是 1 ，最小数是 0，但是看看定
义，最大数必须是一个上界也应该是这个集中的一个数，这里 1 和 0 分别是上界和下界，但是却不属于这
个集合。 J

范例 1.7 自然数集 IN 有一个最小数但是没有最大数，也没有一个上界，我们说这个集有下界而没上界。
J

1.6 上确界和下确

让我们再返回到最大数和最小数的主题来，如果 E 有一个最大值，如 M，那么这个最大数可以用下
面语句描述：

M 是 E 的所有上界中最小的，

也就是说，M 是所有上界中的最小数。这里用得频率最多的语句是“M 是最小的上界”，一个集可能没有
最大数但会有上界，在我们记得的例子中，所有集合都显示有一个最小上界。

范例 1.8 开区间 (0, 1) 没有最大数，但是有许多上界，2 当然是一个上界，1 也是，所有上界中最小的是
数 1，注意到 1 不可能描述为 (0, 1) 的一个最大数，因为它不在这个集合中。 J

定义 1.9 （最小上界/上确界） 用 E 表示一个实数集，这个集有上界且非空，如果 M 是所有上界中最
小的，那么 M 被称为 E 的最小上界或上确界，我们记 M = supE。

定义 1.10 （最大下界/下确界） 用 E 表示一个实数集，这个集有下界且非空，如果 m 是所有下界中
最大的，那么 m 被称为 E 的最大下界或下确界，我们记 m = inf E。

为完成 inf E 和 supE 的定义，我们用下面这种对 E = ∅ 或无界集合也都是最方便的表述，我们作下
列记号：

1. inf ∅ = ∞, sup ∅ = −∞。

2. 如果 E 无上界，使用 supE = ∞。

3. 如果 E 无下界，使用 inf E = −∞。
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完备性公理 任何你能视觉上看到的有上界非空集合例子也都有一个最小上界，很多例子可以使你信服所
有非空有上界集合必定有一个最小上界，确实你的直觉会禁止你接受不总是这样的想法。对于序域，不可
能只用这些公理去证明这种声明，因此我们将多采纳一个公理，这个公理称作完备性公理。

完备性公理 一个非空有上界实数集有一个最小上界（即，如果 E 是非空且有上界，则 supE
存在且是一个实数）。

现在这就是我们需要采纳的所有公理的总体，我们已经接纳 R 是一个具有加法和乘法两种运算的域，
也接受了 R 是一个具有不等关系“ <”的序域，最后 R 成为了一个完备序域。这些已经足于描述实数的特
性，并且这个词“完备序域”是指实数系而不是其他数系。（我们将不证明这个阐述，看练习 1.11.3 的一
个讨论。）

练习

1.6.1 证明一个实数集 E 有界当且仅当存在一个正数 r 使得对任意 x ∈ E, |x| < r。

1.6.2 对下列集合的例子，找出 supE 与 inf E，及（有可能的话） maxE 与minE：

(a) E = IN

(b) E = Z
(c) E = Q
(d) E = R
(e) E = {−3, 2, 5, 7}
(f) E = {x : x2 < 2}
(g) E = {x : x2 − x− 1 < 0}
(h) E = {1/n : n ∈ IN}
(i) E = { n

√
n : n ∈ IN}

1.6.3 在什么条件下，supE = maxE?

1.6.4 证明：对每一个非空有限集合 E, supE = maxE。
参见注释 4

1.6.5 对每一个 x ∈ R，定义
[x] = max{n ∈ Z : n ≤ x}

为最大整数函数， 证明：这个定义是合理有效的并且画出这个函数的图形。

1.6.6 A 是一个实数集，B = {−x : x ∈ A}，分别找出 maxA 与 minB，及 minA 与 maxB之间的关系。

1.6.7 A 是一个实数集，B = {−x : x ∈ A}，分别找出 supA 与 inf B，及 inf A 与 supB 之间的关系。

1.6.8 A 是一个实数集，对某数 r, B = {x+ r : x ∈ A}，找出 supA 与 supB 之间的关系。

1.6.9 A 是一个实数集，对某个正数 r, B = {xr : x ∈ A}，找出 supA 与 supB 之间的关系。（如果 r 为负数情况又怎
样？）

1.6.10 A 与 B 是实数集 A ⊂ B，找出 inf A, inf B, supA, 和 supB 之间的关系。

1.6.11 A 与 B 是实数集且 C = A ∪B，找出 supA, supB, 和 supC 之间的关系。

1.6.12 A 与 B 是实数集且 C = A ∩B，找出 supA, supB, 和 supC 之间的关系。

1.6.13 A 与 B 是实数集且

C = {x+ y : x ∈ A, y ∈ B}。
找出 supA, supB, 和 supC 之间的关系。
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1.6.14 A 与 B 是实数集且

C = {x+ y : x ∈ A, y ∈ B},

找出 inf A, inf B, 和 inf C 之间的关系。

1.6.15 A 是实数集且 A2 = {x2 : x ∈ A}，在这两个集的上确界与下确界中是否能找到一个关系？

1.6.16 E 是一个实数集，证明： x 不是 E 的上界，当且仅当存在一个正数 e ∈ E 使得 e > x。

1.6.17 E 是一个实数集，证明：一个实数 x 是 A 的一个上确界，当且仅当对于任意 a ∈ A, a ≤ x，且对于任意一个正数
ε，存在一个元素 a′ ∈ A 使得 x− ε < a′。

1.6.18 将上一个练习中的上确界换成下确界，阐述一个有类似条件的结论。

1.6.19 用完备性公理证明：每一个有下界的非空实数集合 E 必有一个最大下界（即 inf E 存在且是一个实数）。

1.6.20 如果一个函数的取值范围是有界集合，它就被称为是有界的。 举一些 f : R → R 的有界函数的例子及一些无界的函
数的例子。举出一个有这样特性的例子：

sup{f(x) : x ∈ R}

是有限的，但是 max{f(x) : x ∈ R} 不存在。

1.6.21 有理数集 Q 满足一个序域的公理。证明完备性公理不成立，即证明下面这个阐述是假的：每个非空有理数的集合
E 有上界且必有一个最小的上界（即 supE 存在且是一个有理数）。

1.6.22 F 是一个形如 x+
√
2y 的所有数的集合，其中 x 和 y 是有理数。证明 F 具有序域的所有特性，但是不具有完备公

理的特性。

1.6.23 用 A、B 表示两个非空的实数集，

δ(A,B) = inf{|a− b| : a ∈ A, b ∈ B}。

δ(A,B) 常被称为集 A 与 B 之间的“距离”。

(a) A = IN 和 B = R \ IN，计算 δ(A,B)。

(b) 如果 A 和 B 是有限集，δ(A,B) 代表什么意思？

(c) B = [0, 1]，对于一个点 x, δ({x}, B) = 0 代表什么意思？

(d) B = (0, 1)，对于一个点 x，δ({x}, B) = 0 代表什么意思？

1.7 阿基米德性质

在自然数集 IN 和较大的实数集 R 之间有一种重要关系，因为我们对实数集“像什么” 有一个良好的
心理图像，阿基米德性质是完全直观和自然的，它似乎不需要证明，这个性质是，自然数集 IN 没有上界
（即不存在某实数 x，对任何自然数 n = 1, 2, 3, . . . , n ≤ x )。

第一眼看上去这个性质是一个实数的纯代数序特性，事实上没有 1.6 节的完备性公理这个性质是不能
被证明的。

这个性质是用著名希腊雪城（Syracuse，Greek)数学家阿基米德(Archimedes)（公元前 287-212）的名
字来命名的。1

定理 1.11 ( R 上的阿基米德特性) 自然数集 IN 没有上界。

1 阿基米德似乎是一个典型缺乏思想的数学家，历史学家普鲁塔克（Plutarch)讲述了他是死在了一个入侵士兵手中：“命运弄人，阿基米德当时
正在用图表解出某个问题及全部精力关注在他推测的题目上，他没有注意到罗马人的入侵，也不知道雪城被占有。在他做研究时，一个士兵突然来
到他面前，命令阿基米德跟随他走，当时阿基米德拒绝在他完成问题之前跟他走，被激怒的士兵拔出剑刺穿了他的身体。”关于这个传记及本书中其
他数学家，请参考http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history。
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证明： 我们用反正法证明。如果集合 IN 确有一个上界，那么就必有一个最小的上界，假设 x = sup IN
作为一个有限实数存在，那么对所有自然数 n, n ≤ x，但 n ≤ x− 1 不可能对所有自然数 n 成立，选择某
自然数 m 且 m > x − 1，那么 m + 1 也是一个自然数且 m + 1 > x，但这是不成立，因为我们假设了 x
是上确界，这产生矛盾从而得到证明。 �

阿基米德定理有一些重要推论，这些推论对我们必须如何思考实数有着很大的影响。

1. 无论一个实数 x 如何大，都存在一个更大的自然数 n。

2. 给出任意一个无论多大的正数 y，及一个任意无论多小的正数 x，人们总能找到 x 的足够多倍数使得
结果超过 y （即存在 n ∈ IN 使得 nx > y ）。

3. 给出任意一个无论多小的正数 x，人们总能找到更小的一个分数 1/n, n 是某自然数(即 1/n < x)。

以上每一个论述都是阿基米德定理的结论，反之，阿基米德定理也可从他们中的任意一个推出。

练习

1.7.1 用阿基米德定理证明其证明后面的三个论述。

1.7.2 假设对任意 x > 0 都存在一个 n ∈ IN 使得 1/n < x 成立，用这个假设证明阿基米德定理。

1.7.3 不用阿基米德定理证明：对任意 x > 0 都存在一个 n ∈ IN 使得 1/n < x成立。
参见注释 5

1.7.4 设 x 是任意一个实数，证明：存在一个 m ∈ Z 使得

m ≤ x < m+ 1

并且证明 m 是唯一的。

1.7.5 数学家莱布尼兹（Leibniz）基于存在“无限小”正实数的假设来建立他的微积分的，“无限小”的正实数是极其小的，
肯定比所有正有理数都小，显然地，某些微积分的学生也相信如此小的数的存在性，因为他们可以想象一个“紧靠零
的”数。试问存在这样一个比所有正有理数都小的正实数吗？

1.7.6 阿基米德性质断言：如果 x > 0，那么存在一个自然数 N 使得 1/N < x 成立。这个证明需用完备公理，对于有理数
x，给出一个不用完备公理的证明。对于有理数 y，给出一个证明对 x =

√
y 是成立的。

1.7.7 在 1.2 节，我们讨论了这样的事实：存在一个平方为 2 的数，所以
√
2 作为一个实数确实存在，证明：

α = sup{x ∈ R : x2 < 2}

作为一个实数是存在的，且 α2 = 2。
参见注释 6

1.8 IN的归纳性质

因为自然数集是被包含在实数集里的，由公理可以推出更多 IN 的重要特性，这些特性可以从公理推
断出来，这些特性中最重要的是归纳原理，这个原理是归纳法证明的基础，归纳法在本书中常用，对于基
本的叙述和练习，参看附录 A.8 节。

我们首先证明一个等价性论述。

定理 1.12 (良序性质) IN 的每个非空子集都有一个最小元素。



1.9 有理数是稠密的 11

证明： 设 S ⊂ IN 且 S ̸= ∅，因为 S 是有下界的，则 α = inf S 必存在且是一实数，如果 α ∈ S，我们已
经发现了一个最小数，完成了证明。

假设 α ̸∈ S，那么当 α 是 S 的最大下界，α 不是一个最小数。因为 α 是 S 的最大下界，S 中必存在
一个比 α+ 1 小的数，因为我们已经假定 α ̸∈ S，这个元素不可能是 α，因此我们发现了 x ∈ S 且

α < x < α+ 1。

现在 x 是一个比最大下界大的数，它不是 S 的一个下界，因此 S 中还必存在另一个元素 y 使得

α < y < x < α+ 1,

但是我们得到了一种不可能性： S 中两个自然数 x 与 y 满足 0 < x− y < 1，这是不可能的，从而定理得
到了证明。 �

现在我们可以建立和证明归纳法原理。

定理 1.13 (归纳法原理) 设 S ⊂ IN 满足 1 ∈ S，且对每个自然数 n，如果 n ∈ S，那么 n+ 1 ∈ S，因此
S = IN。

证明： 设 E = IN \ S，我们宣称 E = ∅，那么就有 S = IN，定理得证。假设不是这样(即假设 E ̸= ∅)，
根据定理 1.12，存在 E 的第一个元素 α, α = 1 能成立吗？由假设 1 ∈ S，这是不可能的，这样 α − 1 也
是自然数，它不可能在 E 中，因此它在 S 中。根据假设 α = (α− 1) + 1 必在 S 中，但它又在 E 中，这
是不可能的，因此我们得到一个矛盾，定理得证。 �

练习

1.8.1 证明任意一个非空有界的自然数集都有最大元素。

1.8.2 证明任意一个 Z 的非空有界子集都有最小数和最大数。

1.8.3 用归纳法证明论述的更多一些练习，参看 A.8 节。

1.9 有理数是稠密的

在有理数集 Q 和更大的实数集 R 之间存在着一种重要的关系，有理数是稠密的，它们出现在每一个
区间内，没有间隔，没有区间没有有理数。
从实际目的讲，这个性质有十分重要的推论，因为在任何一个实数附近都有有理数可以使用，我们实

际上从不需要用任何实数进行精确计算。因此，π 是一个无理数，在日常计算时实际上常用一个接近的分
数来计算，例如，在各种场合人们已经经常使用 3, 22/7, 和 3.14159。
从理论原因来说，这个性质也是相当重要，这个性质允许许多论证可以用更小的有理数集代替实数

集，每个实数都有一个如我们需要非常接近的有理数，且有理数可以被详细描述和容易使用，许多简单化
被认可。

定义 1.14 (稠密集) 一个实数集合 E 被称为是稠密的（或在 R 中是稠密的) 如果每一个区间 (a, b) 都含
有 E 的一个点。

定理 1.15 有理数集合 Q 是稠密的。
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证明： 设 x < y 并考虑区间 (x, y)，我们必需在这个区间里找到一个有理数。

根据阿基米德定理，定理 1.11，存在一个自然数

n >
1

y − x
,

这意思表示 ny > nx+ 1。

取一个仅比 nx+ 1 小的最大整数 m，更精确地（用练习 1.7.4)，找到一个 m ∈ Z 使得

m ≤ nx+ 1 < m+ 1。

现在在这个不等式上进行简单算术得到

m− 1 ≤ nx < ny

及

x <
m

n
≤ x+

1

n
< y

从而推出有理数 m/n 在区间 (x, y) 内。 �

练习

1.9.1 证明“稠密性”定义可以由下面给出：

一个实数集 E 被称为是稠密的，如果每个区间 (a, b) 含有 E 的无限多点。

1.9.2 在
√
10 和 π 之间找一个有理数。

1.9.3 如果一个集合 E 是稠密的，你可以推断出一个集合 A ⊃ E 隐含什么吗？

1.9.4 如果一个集合 E 是稠密的，你可以推断出一个集合 R \ E 隐含什么吗？

1.9.5 如果两个集合 E1 与 E2 是稠密的，你可以推断出一个集合 E1 ∩ E2 隐含什么吗？

1.9.6 证明: 二进制有理数（即形如 m/2n, m ∈ Z, n ∈ IN）是稠密的。

1.9.7 形如

±m/2100,

m ∈ IN 的数稠密吗？不包含这样数的最大区间的长度是多少？

1.9.8 证明形如

±m
√
2/n,

m, n ∈ IN 的数是稠密的。
参见注释 7

1.10 R 的度量结构
除了实数的代数和序结构以外，我们还需要进行度量，我们需要描述点与点之间的距离，这就是实数

的度量性质，术语是借用希腊语中的测量密特隆（metron）。
通常，一个点 x 与另一个点 y 之间的距离是 x− y 或 y − x，依赖于哪一个是正的，因此 3 和 −4 之

间的距离是 7， π 和
√
10 之间的距离是

√
10 − π，一般而言，描述距离需要一个简单的绝对值函数在正

负之间做一个简单选择。
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定义 1.16 (绝对值) 对任意一个实数 x，它的绝对值记做：

|x| = x 如果 x ≥ 0

和

|x| = −x 如果 x < 0。

(初学者偏于认为绝对值函数就是“去掉负号”，但是例子

|π −
√
10| =

√
10− π

表明这是个限制性观点。)

绝对值的性质 因为绝对值是用不等式直接定义的(即选择 x ≥ 0 或 x < 0)，一些绝对值的性质可以直接
从不等式性质来证明，这些性质常用，学生需要完全掌握它们。

定理 1.17 绝对值函数有下列性质：

1. 对任意 x ∈ R, −|x| ≤ x ≤ |x|。

2. 对任意 x, y ∈ R, |xy| = |x| |y|。

3. 对任意 x, y ∈ R, |x+ y| ≤ |x|+ |y|。

4. 对任意 x, y ∈ R, |x| − |y| ≤ |x− y| 及 |y| − |x| ≤ |x− y|。

实直线上的距离 用绝对值函数，我们可以定义距离函数或度量。

定义 1.18 (距离) 两个实数 x 和 y 之间的距离是：

d(x, y) = |x− y|。

在基础分析里我们几乎不用记号 d(x, y)，即使我们认为这是两点之间的距离，还是喜欢用 |x − y| 来
表示，因此，如果一个点列 x1, x2, x3, . . .逐渐接近一个点 c，也许我们应该描述 d(xn, c) 渐渐变小，强调
距离在缩小，我们更常简单地记为 |xn − c|，并希望你把它理解为距离。

距离函数的性质 距离函数的主要性质仅是对绝对值函数的解释，用距离函数的语言表达，它们在几何学
上是非常直观的:

1. d(x, y) ≥ 0

(所有距离都是正数和零)。

2. d(x, y) = 0 当且仅当 x = y

(不同的点都相距一正距离)。

3. d(x, y) = d(y, x)

(距离是对称的，即从 x 到 y 的距离与从 y 到 x 的距离是一样的)。

4. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

(三角不等式，即从 x 到 y 的直接距离不大于 x 到 z 再到 y 的距离)。
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在本书以后进一步分析学习中，我们将学习称为度量空间的一般结构，在那里我们将使用满足这四个
性质的距离概念，现在我们选择用绝对值的语言重新书写这些性质，这些性质失去了一些直观表象，但是
我们喜欢用这种形式。

1. |a| ≥ 0。

2. |a| = 0 当且仅当 a = 0。

3. |a| = | − a|。

4. |a+ b| ≤ |a|+ |b| (三角不等式)。

练习

1.10.1 证明 |x| = max{x,−x}。
1.10.2 证明 max{x, y} = |x− y|/2 + (x+ y)/2。 min{x, y} 能用什么表示？
1.10.3 证明不等式 |x− a| < ε 和

a− ε < x < a+ ε

是等价的。

1.10.4 证明：如果 α < x < β 及 α < y < β，则 |x− y| < β − α，并且用几何学解释关于区间 (α, β) 的一个论述。

1.10.5 假设三角不等式（即 |a+ b| ≤ |a|+ |b|），证明： ||x| − |y|| ≤ |x− y|。这个不等式也叫三角不等式。
1.10.6 在什么条件下，|x+ y| = |x|+ |y| 是真的？
1.10.7 在什么条件下，

|x− y|+ |y − z| = |x− z|
是真的？

1.10.8 证明: 对任意的数 x1, x2, . . . , xn,

|x1 + x2 + · · ·+ xn| ≤ |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|。

1.10.9 E 是一个实数集，A = {|x| : x ∈ E}, 在这两个集合的上确界和下确界之间，你能找到什么关系？
1.10.10 找出集合 {x : |2x+ π| <

√
2} 的上确界和下确界。

1.11 第一章有挑战性的问题

1.11.1 复数 C 被定义为等价于所有实数有序对的集合，这些实数序对满足下列运算：
(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2)

和

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2 − b1b2, a1b2 + a2b1)。

(a) 证明集合 C 是一个域。
(b) 加法和乘法的单位元素是什么？

(c) 一个元素 (a, b) 的加法和乘法的逆元素都是什么？

(d) 在 C 里，解方程 (a, b)2 = (1, 0)。

(e) 我们确认 R 为 C 的子集是通过确定元素 x ∈ R 在 C 中有元素 (x, 0)。解释这种描述如何可以说成：“R 是 C
的一个子域”。

(f) 证明：存在一个元素 i ∈ C 且 i2 = −1，使得每个元素 z ∈ C 都可以被写成 z = x+ iy, 其中 x, y ∈ R。
(g) 解释为什么方程 x2 + x+ 1 = 0 在 R 中无解但在 C 中有两个解。
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1.11.2 在练习 1.11.1 的域 C 上是否能定义一个序使得它成为一个序域？
1.11.3 每个完备序域“是”实数系的陈述意指如下：假设 F 是一个具有加法“+” 和乘法“·” 运算及序关系“<” 的一个非空

集合，且满足所有序域公理及完备性公理，则存在一个一一对应的函数 f : R → F，具有下列性质：

(a) 对所有 x, y ∈ R, f(x+ y) = f(x) + f(y)。

(b) 对所有 x, y ∈ R, f(x · y) = f(x) · f(y)。
(c) f(x) < f(y) 当且仅当 对所有 x, y ∈ R, x < y。

因此，从某种意义上说，F 和 R 本质上是同样的集合，试着证明这个陈述。 [ 注意：对于 x, y ∈ R, x+ y 是指实数
中的加法，而 f(x) + f(y) 是指 F 中的加法。 ]

1.11.4 我们在教程中已经假设集 IN 是明显包含在 R 中，毕竟 1 是一个实数（在公理里），2 就是 1 + 1 也是实数，3 是
2 + 1 等等。用这种方法，我们也能证明 1.8 节的内容，但是这里有一个逻辑缺失，我们确实需要用这种方法归纳定
义 IN (不能只说“等等”），这里为具有集合运算背景的学生提供一些练习来弥补这个缺失：

(a) 定义一个集合 S ⊂ R 是可归纳的，如果 1 ∈ S 和 x ∈ S 隐含 x+ 1 ∈ S，证明 R 是可归纳的。
(b) 通过证明所有可归纳集合的交集本身是可归纳的，证明存在一个最小的可归纳集合。

(c) 定义 IN 是那个最小的可归纳集合。

(d) 证明定理 1.13 （即证明具有前面陈述性质的任何集合 S 是可归纳的，并推出 S = IN）。

(e) 证明定理 1.12 （即用 IN 的这个定义证明良序性质）。

1.11.5 用“在一个集合里稠密性”这个定义来回答下列问题：

如果每个含有集合 A 中一个点的每个区间 (a, b) 也含有集合 E 的一个点，则实数集 E 被称为在集合 A
中是稠密的。

(a) 证明在所有实数的集合里稠密就是稠密的。

(b) 给出一个集合 E 的例子，它在 IN 中稠密但是 E ∩ IN = ∅。
(c) 证明无理数在有理数中是稠密的。（一个实数是无理数如果它不是有理数，即它属于 R 而不属于 Q。)

(d) 证明有理数在无理数中是稠密的。

(e) 一个集合 E 具有什么性质才能等价于断言 R \ E 在 E 中是稠密的？

1.11.6 设 G 是一个在加法下的实数群 (即如果 x 和 y 在 G 中，那么 x+ y ∈ G 和 −x ∈ G)，证明： G 是 R 的一个稠密
子集，或者存在一个实数 α 使得

G = {nα : n = 0,±1,±2,±3, . . . }。
参见注释 8

注释

1练习 1.3.3 给定 F 是所有 x + y
√
2, x, y ∈ Q 这样形式的数集合，为了再次确定域的九个特性成立，这里只需验证如果 a 和 b 属于 F ,

a + b 和 a · b 也属于 F。

2练习 1.3.5 作为第一步，定义 x2 和 2x 的确切意思。事实上是定义 2，（因为 1 和加法在公理中已经被定义了， 2 将被定义为 2 = 1+1。），
然后仅用这里给出的规律再乘以 (x + 1) · (x + 1)，因为你的证明只使用了域公理，此证明不仅对于 R 而且对任何这些公理成立的情况都必须是有
效的。

3练习 1.4.3 假定 a > 0，b > 0，且 a ̸= b，证明
√
a ̸=

√
b 及

(
√
a −

√
b)

2
> 0。

继续，你已经证明了什么？现在，如果 a = b？
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4练习 1.6.4 你可以在 E 的大小上使用归纳法，即证明对于任何一个自然数 n，如果 E 有 n 个元素，则

supE = maxE。

5练习 1.7.3 假设结论不对，则集合
{1/n : n = 1, 2, 3, . . . }

有一个正的下界等等，你必须使用最大下界的存在性。

6练习 1.7.7 并不容易证明，用阿基米德性质辅助分别排除可能性 α2 < 2 和 α2 > 2。

7练习 1.9.8 为了在 (x, y) 中找到一个数，在 (x/
√
2, y/

√
2) 中找到一个有理数，从这来得出所有形如 ±m

√
2/n 的数（无理数）集合是稠

密的。

8练习 1.11.6 如果 G = {0}，取 α = 0，否则取 α = inf G∩ (0,∞)。情形 1: 如果 α = 0，证明 G 是稠密的。情形 2: 如果 α > 0，证明

G = {nα : n = 0,±1,±2,±3, . . . }。

对情形 1，考虑区间 (r, s) 且 r < s，我们希望在这个区间中找到 G 的一个元素，为了保持论据简单，暂时考虑情形 0 < r < s，选择 g ∈ G 且
0 < g < s − r，集合

M = {n ∈ IN : ng ≥ s}
是非空的(为什么？) 及 M 中存在一个最小元素 m （为什么？），现在验证 (m − 1)g 在 G 和区间 (r, s) 中。


